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Daemi 1
Finnid allar rauntdlur z, y sem uppfylla badar jofnurnar
4yt =9
og
22y +zy’ =6
Lausn
Athugum ad

(z+y)* =2+ 32%y + 3zy” + y* = (2 + v°) + 3(z”y + zy?).

Med pvi nota jofnur (1.1) og (1.2) pa faest

(x+y)>=9+3-6=2T.
Af pessu sést ad

T+y=3
Pattum na x 4+ y at ar j6fnu (1.2) og notum jofnu (1.5). Pa feaest
6 = 2%y + 2y = (x + y)zy = 3vy.
Petta pydir ad
xy = 2.
Margfoldum nd j6fnu (1.5) i gegn med x. Pa faest
z? + zy = 3.

Setjum na inn fyrir zy og faum annars stigs j6fnuna i breytunni x:

22 —3zx+2=0.

Petta ma patta
(x—1)(z—-2)=0.

(1.9)

(1.10)

Af pessu sést ad © = 1 eda x = 2. Parsem z+y =3 paer (z,y) = (1,2)
eda (x,y) = (2,1). Med innsetningu sést ad jofnur (1.1) og (1.2) gilda
badar ef (z,y) = (1,2) eda (x,y) = (2,1). Petta eru pvi allar lausnir

jofnuhneppisins.

O
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Dami 2

Jormunrekur hefur Gtbaid strimil sem hefur 89 reiti i r63. A hvern fyrstu 44
reitanna fra vinstri leggur hann einn hvitan stein. Hann leggur svo svartan
stein & reitina 44 lengst til haegri. Hann atlar n( ad faera steinana med pvi
a0 leika eftirfarandi leikjum:

e Faera ma hvitan stein til haegri um einn reit ef sa reitur er tomur.
e Fara ma svartan stein til vinstri um einn reit ef sa reitur er témur.

e Vixla ma & hvitum og svortum stein sem eru hlid vid hlid ef sa hviti
er vinstra megin.

Pad tekur alltaf jafnmarga leiki ad komast i st6du par sem ekki er haegt ad
leika lengur. Hvad tekur pad marga leiki?

Lausn

Steinn getur aldrei tekid fram ar steini af sama lit, og Jormunrekur getur
alltaf leikid nema begar allir svortu steinarnir eru saman til vinstri og hvitu
saman til haegri. Latum d vera summu fjarlaegda allra steina fra lokastad-
setningu sinni i reitum talid. Hver steinn er 45 reitum fra lokastadsetn-
ingu sinni, d = 45 - 88. Pegar vid faerum einn stein minnkar d um 1.
Hvert skipti sem vid vixlum tveimur steinum faerast badir steinar einum
neer lokastadsetningu sinni, svo d minnkar um 2 i stadinn. Vid sjaum ad
sérhver hvitur steinn mun vixla vid sérhvern svartan stein nakvamlega einu
sinni, svo petta mun gerast 442 sinnum. Leiknum lykur pegar d = 0, svo
a0 fjoldi leikja er d minus hversu oft summan minnkar um 2. Pvi er svarid
45 - 88 — 44% = 2024. O
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Dami 3

Latum ged(a,d) takna steersta samdeili a og b, p.e. staerstu jakvaedu heil-
toluna sem gengur upp i baedi a og b. Latum lcm(a,b) takna minnsta
samfeldi a og b, pb.e. minnstu jakvadu heiltdluna sem badi a og b ganga
upp i. Finnid allar jakvaedar heiltdlulausnir & jéfnunni

ged(a, b) + lem(a, b) = a + b. (3.1)

Lausn
Fyrir allar nattarlegar tolur er

ged(a,b) -lem(a,b) =a-b

Sja til deemis Wikipediu siduna “Least common multiple”. Stingum pvi inn
i upphaflegu jéfnuna til ad losna vid lem og faum

ab
gcd(a,b) + M =a+b

Deilum i gegnum j6fnuna okkar med ged(a, b) og faum

n a b B a n b
ged(a,b) ged(a,b)  ged(a,b)  ged(a,b)

Par sem gcd(a,b) deilir @ og b getum vid 14tid ¢ = a/gcd(a,b) og
d =b/gcd(a,b). Pa verdur jafnan einfaldlega 1+ cd = ¢+ d sem ma end-
urrita sem (¢ — 1)(d — 1) = 0. Par med er lausnin ¢ =1 eda d = 1. Petta
bydir ad a = ged(a, b) eda ad b = ged(a, b). bPar med eru lausnirnar sem
vid faum oll por (a,b) par sem onnur talan er margfeldi af hinni. Sjaum
lika med pvi ad stinga paer inn i j6fnuna ad all slik por eru lausnir. O
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Dami 4

Latum ABCD vera trapisu par sem hlidin AB er samsida hlidinni DC.
Latum X vera skurdpunkt hornastrikanna AC og BD. Drégum linuna /¢
gegnum X sem er samsida AB. Latum Y og Z vera skurdpunkta £ vid
hlidarnir AD og BC, i pessari r608. Latum a vera lengd hlidarinnar AB og
b vera lengd hlidarinnar DC'. Synid ad lengd striksins Y Z sé %.

Lausn

A

Athugum ad prihyrningarnir AADC og AAY X eru einslaga, svo til er

tala z pannig ad
|YD| =z |AD| (4.1)

og
Y X| = z|DC]. (4.2)

Einnig eru prihyrningarnir ADAB og ADY X eru einslaga, svo til er tala

y pannig ad
|AY| = y|AD| (4.3)

og
YX|=y|AB]. (4.4)

Athugum nd ad (4.1) og (4.3) gefa
|AD| = |AY |+ |[YD| = (z +y) |AD|

svo z 4+ y = 1. Faum med pvi ad einangra x og y at ur (4.2) og (4.4) ad
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YX|  |YX]
Rlandel ROV bt R |
|DC|  |AB|
Petta gefur ad med a = |AB| og b =|DC| ad
1 ab

Y X| = T T aih

b a

A tilsvarandi hatt fest ad |ZX| = a‘l—fb svo ad lokum faest ad
2ab

YZ| =|YX|+|XZ| =
a+b

Athugasemd. Nidurstéduna ma einnig skrifa sem
a=t+b71

vz~ =
2

9

bad er ad |Y Z| er pytt medaltal a og b.
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Dzami 5

Vid Linugdtu eru n has namerud fra 1 til n og i hverju hasi eru kveikt ljés.
A hverjum degi i n daga atlar alfur til byggda. Ef alfur kemur & degi i pa
fiktar hann i ljésrofa allra hiisa med hasnamer deilanlegt med 4, svo ef pad
var kveikt er slokkt eftira og ofugt. Eftir n daga er enn kveikt & ljésum
i 6llum hasum nema i pvi fyrsta, pvi sumir alfar slepptu pvi ad koma til
byggda til ad lagmarka ummerki. Hvada daga komu alfar til byggda?

Lausn
Synum eftirfarandi: Alfar koma pa daga k sem hafa pann eiginleika ad
engin ferningstala dnnur en 1 gengur upp i k, pad er ad k sé ferningsfrjals.

Vid sjaum ad eina leidin til ad slokkva & fyrsta hasinu er ad lata alf maeta
fyrsta daginn, svo petta er satt fyrir K = 1. Vid beitum nd sénnun med
moétsogn, p.e. g.r.f. ad k > 1 sé fyrsta talan sem uppfyllir ekki pad sem vid
viljum syna. Smida méa deila k med pvi ad fyrir hvern frumpatt p i k, velja
eitthvad veldi af p sem er i mesta lagi jafn hatt og i k, og svo margfalda
saman. Ef vid viljum baa til ferningsfrjalsan frumpatt ma petta veldi aldrei
vera 2 eda haerra. Pvi fyrir hvern frumpatt getum vid valid veldid 0 eda 1.
Par med ef k hefur s 6lika frumpaetti eru 2° ferningsfrjalsir deilar i k. Par
sem k er minnsta talan sem nidurstadan okkar gildir ekki um, pa gildir hin
fyrir allar tolur minni en k. Athugum lika ad enginn alfur getur maett i has
k eftir dag k. Skiptum na i tvo tilfelli. Ef k er ekki ferningsfrjals eru allir
ferningsfrjalsu deilar hennar minni en k&, svo 2¢ alfar eru binir ad maeta i
hasid, sem er slétt tala. Par sem nidurstadan gildir ekki um & maetir alfur
a degi k og slekkur 1j6sid, sem gengur ekki. Pvi faest métsdgn. Ef k er
ferningsfrjals eru allir ferningsfrjalsu deilar hennar nema hin sjalf minni en
k, svo 25 — 1 alfar eru banir ad maeta i hsid, sem er odda tala. Par sem
nidurstadan gildir ekki um k& maetir ekki alfur a degi k til ad kveikja ljésid,
sem gengur ekki. Pvi faest métsdgn. | badum tilfellum faest métsdgn, svo
forsendan getur ekki verid sénn. Pvi er ekki til slikt k& sem uppfyllir ekki
nidurstdduna, svo nidurstadan verdur ad vera sonn fyrir oll k. O
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Dzami 6
Latum N vera nattarlegu tolurnar, 0 par med talin. Festum k& € N. Finnid
oll foll f : N — N pannig ad

f(f(n) + f(n) =2n+ 3k (6.1)
fyrir 8ll n € N. (Hlutstig eru gefin fyrir ad leysa jéfnuna fyrir tiltekid k).

Lausn 1
Tokum eitthvad fast n € N. Skilgreinum nd rununa (as)sen pannig ad

ap=n og asy1 = f(as) fyrir6ll s € N. (6.2)
Setjum ag inn fyrir n i j6fnu (6.1). Pa faest

f(f(as)) + f(as) = 2a, + 3k

sem jafngildir
as+o + asy1 = 2a5 + 3k. (6.3)

Petta eru linuleg rakningarvens| i breytunni s. Pad er vel pekkt hvernig
ma leysa slik vens|. Peir sem pekkja pad ekki geta skodad greinina “Linear
recurrence with constant coefficients” &8 Wikipediu eda fundid hefti um pad
a stae.is/stak undir ymis frédleikur. Fyrir pa sem pekkja petta ekki ma sja
lausn 2.

Vid byrjum pvi & ad leysa 6hlidrudu jofnuna, sem hefur kennimarglidu
A2 + X — 2. Ohlidrada lausnin er pvi & forminu a - (—2)* + g - 1° fyrir
einhver o, 8. Sjaum lika med innsetningu ad s - k sé lausn & hlidrudu
jofnunni. Par med er as; = a(—2)° + B + sk fyrir einhver «, .

Sjaum na ad ef o # 0 verdur as < 0 fyrir négu stért s, sem gengur ekki pvi
f tekur gildi i N. Pvier « = 0. Stingum inn s = 0 og faum pan = ag = 3,
svo 8 =n. Par med er a; = n + sk, svo s =1 gefur f(n) =a1 =n+k.
Stingum pessu inn og sjaum ad petta sé lausn, og er pvi eina lausnin. [

Lausn 2
Par sem f(f(n)) € Ner f(n) < 2n+ 3k. Segjum ni ad vid vitum ad
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f(n) < an + b fyrir einhver a,b og sjaum hvernig vid getum smidad nytt
mat. Stingum inn f(n) 7 stad n og faum f(f(n)) < af(n)+ b. Stingum
upphaflegu formaluna inn og faum 2n + 3k — f(n) < af(n) + b. Ef vid
gerum baedi pessi skref aftur og endurritum faum vid loks

2(a+1) +3ak+b

<
f(n)— a+3n a+3

Skilgreinum pvi runur (a;)ien og (b;)ieny med ag = 2, by = 3, ajy1 =
2(a;+1)/(a;+3) og biy1 = (3ka; +b;)/(a; +3). Samkvaemt rékunum ad
ofan er pa f(n) < a;n+ b; fyrir 6l 4, svo finnum na formalur fyrir a;, b;.

Med pvi ad reikna nokkur gildi af a; er haegt ad giska & formaluna

442

ST

Sanna ma ad pessi formala sé rétt med prepun, han gildir fyrir i = 0 og
brepunarskrefid fast einfaldlega med innsetningu.

Med pvi ad reikna upp ar kikissummum sem fast vid innsetningu 4 a; og
b;_1 faest ad

411 4 6i —4 9
bi= o P

NG sést ad fyrir négu stér ¢ verdur a; eins nalaegt 1 og vid purfum, og b;
eins nalaegt k og vid purfum. Par sem f(n) er heiltala og f(n) < a;n+b;
fyrir 8ll 7, er pa til négu stért ¢ til ad neyda f(n) < n + k.

Stingum inn f(n) i stad n og faum f(f(n)) < f(n) + k sem gefur
2n + 3k < 2f(n) + k, svoad n+k < f(n). Par med er f(n) =n + k,
sem vi0 sjaum ad er lausn med innsetningu. O



